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Exponential Stability Of Interval Time-Varying Delay System

บทคัดย่อ

โครงงานนี้เป็นการศึกษาเกี่ยวกับการมีเสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลังสำหรับระบบสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงเส้นที่มีตัวหน่วงแปรผันช่วง (interval time-varying delays) โดยได้สร้างฟังก์ชันไลย์ปูนอฟ–
คราซอฟสกี (Lyapunov–Krasovskii functional: LKF) ที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิง
เส้นที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเเวลาแบบช่วง ภายใต้กรอบพื้นฐานของทฤษฎีเสถียรภาพเชิงไลย์ปูนอฟ
นอกจากนี้ ยังได้ใช้เทคนิคอสมการเชิงปริพันธ์ร่วมกับการใช้เมทริกซ์แต่งเติม (augmented matrix)
เพื่อทำให้เกิดข้อมูลที่เกี่ยวข้องกับตัวหน่วง ซึ่งช่วยลดความอนุรักษ์นิยม ส่งผลให้ได้เงื่อนไขใหม่ที่
เพียงพอต่อการมีเสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลังของระบบเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง
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โครงงานคณิตศาสตร์เรื่องเสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลังของระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงที่
แปรผันตามเวลาแบบช่วงสำเร็จลุล่วงได้ โดยได้รับความอนุเคราะห์เป็นอย่างดี และขอขอบพระคุณ
อาจารย์ที่ปรึกษา ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.เจนจิรา ทิพย์ชะ และ ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ชนิกานต์
เอมหฤทัย ที่ได้ให้คำแนะนำ เสนอแนวทาง ตรวจสอบและแก้ไขข้อบกพร่องให้คณะผู้จัดทำโครงงาน
โดยตลอด

ทางคณะผู้จัดทำโครงงานหวังเป็นอย่างยิ่งว่า โครงงานคณิตศาสตร์เรื่อง เสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลัง
ของระบบตัวหน่วงที่แปรผันตามเวลาแบบช่วง ที่จัดทำขึ้น จะเป็นประโยชน์แก่ผู้สนใจที่จะนำไป
ศึกษาต่อ ในประเด็นที่ได้เสนอแนะไว้ในโครงงานฉบับบนี้ ให้บรรลุผลอย่างมีประสิทธิภาพต่อไป
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1 บทนำ

1.1 ที่มาและความสำคัญของปัญหา

ตัวหน่วงที่ขึ้นกับเวลา มักเกิดขึ้นในกระบวนการถ่ายทอดข้อมูลหรือพลังงานมีการถ่ายเทจาก
ตำแหน่งหนึ่งไปยังอีกตำแหน่งหนึ่ง ระบบที่พลวัตของสถานะในอนาคตไม่ได้ขึ้นอยู่กับสถานะปัจจุบัน
เพียงเดียว แต่ยังขึ้นอยู่กับสถานะในอดีตที่ถูกหน่วงเวลา เรียกว่า ระบบที่มีตัวหน่วงเวลา(Time-
delay system) ซึ่งระบบในทางปฏิบัติทั้งในทางวิศวกรรมและทางชีวภาพ สามารถจำลองแบบให้
อยู่ ในรูปของระบบที่ตัวหน่วงเวลาได้ ในทางปฏิบัติทั้งในทางวิศวกรรมและทางชีวภาพ สามารถ
จำลองแบบให้อยู่ในรูปของระบบที่ตัวหน่วงเวลาได้ [1–5] การปรากฎของตัวหน่วงเวลาในระบบ
อาจก่อให้เกิดผลกระทบต่อลักษณะเชิงพลวัตของระบบ และอาจเป็นสาเหตุที่ทำให้ระบบเกิดภาวะ
ไม่ เสถียร(instability) [6] วิธีฟังก์ชันไลยาปูนอฟ-คราซอฟสกี (Lyapunov–Krasovskii Func-
tional: LKF) เป็นหนึ่งในแนวทางที่ได้รับความนิยมและถูกนำมาใช้อย่างแพร่หลายในการวิเคราะห์
เสถียรภาพของระบบที่มีความหน่วงเวลาแปรผันตามเวลา (time-varying delay) [7] ซึ่งอยู่ภายใต้
กรอบทฤษฎีเสถียรภาพของไลยาปูนอฟ มีแนวทางหลักอยู่ 2 ประการในการได้ผลลัพธ์การศึกษาที่
ดีขึ้นของเงื่อนไขเสถียรภาพ แนวทางแรกมุ่งเน้นการสร้างฟังก์ชันไลยาปูนอฟ-คราซอฟสกีที่เหมาะ
สม โดยอาศัยข้อมูลเกี่ยวกับสถานะและตัวหน่วงที่ขึ้นอยู่กับเวลาของระบบ ส่วนแนวทางสองมุ่งเน้น
การใช้เทคนิคอสมการเชิงปริพันธ์ที่ใหม่สำหรับในการประมาณค่าของบางพจน์ที่อยู่ในรูปปริพันธ์
ส่งผลให้ได้เงื่อนไขของเกณฑ์การมีเสถียรภาพได้อย่างประสิทธิภาพและลดการวิเคราะห์ที่มีผลลัพธ์
การศึกษาได้มากขึ้น และได้รับการนำมาใช้อย่างแพร่หลายในการวิเคราะห์และจัดการกับปัญหาของ
ระบบที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลาในระบบพลวัต [8, 9]

1.2 วัตถุประสงค์ของการศึกษา

1. เพื่อศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันเวลาแบบช่วง

2. เพื่อหาเงื่อนไขเพียงพอที่ทำให้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันเวลาแบบช่วง เสถียรภาพ
เชิงเลขชี้กำลัง

1.3 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ

1. ได้ความรู้ความเข้าใจเกี่ยวกับระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันเวลาแบบช่วง

2. ได้เงื่อนไขเพียงพอที่ทำให้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันเวลาแบบช่วง เสถียรภาพ
เชิงเลขชี้กำลัง
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1.4 ขอบเขตในการศึกษา

พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเส้นที่มีตัวหน่วงขึ้นกับเวลาแบบช่วงดังนี้

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t→ h(t)), t ≥ 0

x(t) = ω(t), t ∈ [→h2, 0]

⎫
⎬

⎭ (1.1)

โดยที่ x(t) ∈ Rn เป็นเวกเตอร์และตัวหน่วงแปรผันตามเวลา h(t) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง
ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้

h1 ≤ h(t) ≤ h2

และ

ḣ(t) ≤ µ

โดยที่

• h1, h2 และ µ เป็นค่าคงที่จำนวนจริง

• A,B เป็นเมทริกซ์ค่าคงที่ ขนาด n× n

• ω(t) เป็นเซตของฟังก์ชันต่อเนื่องซึ่งส่งจากช่วงปิด [→h2, 0] ไปยังRn นั่นคือ ω(t) ∈ C([→ε, 0],Rn)

1.5 สมมุติฐานการศึกษา

ได้ เงื่อนไขเพียงพอที่ทำให้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ เชิง เส้นที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง
เสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลัง

1.6 เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย

บทนิยาม 1.1 [10] ให้ค่าค่งที่ ระบบสมการ ρ > 0 จะถูกเรียกว่าเสถียรภาพเชิงเส้นชี้กำลัง ρ (ρ-
exponentially stable) ถ้ามี γ > 0 ซึ่งทำให้ทุกผลเฉลย x(t) ของระบบสมการ สอดคล้องกับ
เงื่อนไขดังต่อไปนี้

‖x(t)‖2 ≤ γe−ρt‖ω‖2, ∀t ≥ 0

เมื่อ

||ω||2 = sup
−h2≤s≤0

||x(s)||2

บทตั้ง 1.2 [10] Schur complement
ให้เมทริกซ์ P,Q และ R เป็นเมทริกซ์ใดๆ ซึ่งมีมิติที่เหมาะสม P = P T และ Q = QT > 0 แล้วจะ
ได้ว่า ⎡

⎣P RT

R →Q

⎤

⎦ < 0 ก็ต่อเมื่อ P +RTQ−1R < 0
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บทตั้ง 1.3 [11] ให้ R ∈ Rn×n เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอนและฟังก์ชันเวกเตอร์ที่หาอนุพันธ์ ได้
ω : [a, b] → Rn โดยที่ a < b อสมการสองข้อต่อไปนี้เป็นจริง สำหรับ δ ∈ Rm และ M ∈ R3n×m

→
∫ a

b
ω̇T (s)Rω̇(s)ds ≤ 2φT (ω, a, b)ΓTMδ + (b→ a)δTΘ−1Mδ

เมื่อ

φ(ω, a, b) = [ωT (b) ωT (a)
1

a→ b

∫ b

a
ωT (s)ds

1

(a→ b)2

∫ b

a

∫ b

s
ωT (u)duds]T ,

Γ =

⎡

⎢⎢⎣

I →I 0 0

I I →2I 0

I →I 6I →12I

⎤

⎥⎥⎦ ,Θ = diag{R, 3R, 5R}
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2 งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง

Le Huy Vu (2025) [10] ได้ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเวลาแปรผันตามวล
าแบบผสม โดยอาศัยการสร้างฟังก์ชันไลยาปูนอฟ–คราซอฟสกี ร่วมกับอสมการเชิงอินทิกรัลแบบ
Wirtinger เพื่อพัฒนาเงื่อนไขเสถียรภาพที่มีความแม่นยำสูง ลดระดับความอนุรักษ์นิยมของเกณฑ์ที่
ได้ และให้ผลลัพธ์ที่มีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น

ẋ(t) = Ax(t) +Ah(t→ h(t)) +Ad

∫ t

t−d(t)
x(s)ds+Au(t), t ≥ 0

x(t) = ω(t), t ∈ [→k2, 0]

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

โดยที่

• x(t) ∈ Rn หมายถึง เวกเตอร์สถานะ

• u(t) ∈ Rm หมายถึง เวกเตอร์ควบคุม

• A,Ah, Ad, Au ∈ Rn×n หมายถึง เมทริกซ์ค่าคงที่

ภายใต้เงื่อนไข 0 ≤ h1 ≤ h(t) ≤ h2 , 0 ≤ d1 ≤ d(t) ≤ d2 , ḣ(t) ≤ ω < 1

Fu Dong, Wei Xie, Wei Yi zhu และ Zong Hao Shi (2024) [12] ได้ศึกษาปัญหาเสถียรภาพ
เชิงเลขชี้กำลังของระบบโครงข่ายประมาทเทียมที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลา โดยได้ประยุกต์ ใช้
เทคนิคเมทริกซ์ถ่วงน้ำหนักอิสระแบบเพิ่มตัวแปร ร่วมกับฟังก์ชันไลยาปูนอฟ-คราซอฟสกี และ
อสมการเชิงปริพันธ์ วิธีการดังกล่าวช่วยหลีกเลี่ยงการเกิดพจน์กำลังสูงของตัวหน่วงเวลาในอนุพันธ์
ของฟังก์ไลยาปูนอฟ ทำให้สามารถกำหนดเงื่อนไขเสถียรภาพในรูปอสมการเมทริกซ์เชิงเส้น ซึ่งลด
ความอนุรักษ์นิยมและความซับซ้อนในการพิสูจน์ได้อย่างมีประสิทธภาพ

ẏ(t) = →Ay(t) +W0g(W2g(t) + J) +W1g(W2y(t→ h(t))) + J

โดยที่

• y(t) = [y1(t)y2(t)...yn(t)]T หมายถึง เป็นเวกเตอร์สถานะของเสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลัง

• g(·) = [g1(·), g2(·), ..., gn(·)]T หมายถึง ฟังก์ชันกระตุ้น

• J หมายถึง เวกเตอร์ค่าคงที่

• A = diag{a1, a2, ..., an} หมายถึง เมทริกซ์ทแยงมุมค่าคงที่ ;ai > 0, i = 1, 2, ..., n

• Wk ∈ Rn×n; k = 0, 1, 2 หมายถึงเมทริกซ์ถ่วงน้ำหนัก

ภายใต้เงื่อนไข h1 ≤ h(t) ≤ h2, |ḣ(t)| ≤ µ โดยที่ h1, h2 และ µ เป็นค่าคงที่
สมมติให้ gi(·) คือฟังก์ชันกระตุ้น ซึ่งสอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้

k−i ≤ gi(β)→ gi(α)

β → α
≤ k+i ,α,β ∈ R,α )= β, i = 1, 2, ..., n
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3 วิธีการดำเนินงาน

จากงานวิจัยที่เกี่ยวข้องคณะผู้เขียนได้ดำเนินการงานในการศึกษาดังต่อไปนี้

1. คณะผู้เขียนได้ศึกษาสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน้วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง h(t) ดังนี้

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t→ h(t)),

x(t) = ω(t), t ∈ [→h2, 0]

⎫
⎬

⎭ (3.1)

เมื่อ x(t) ∈ Rn,ω(·) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบน [→h2, 0] และให้ A,B เป็นเมทริกซ์ใดๆที่ทราบ
ค่า และให้ h(t) เป็นตัวหน่วงแปรผันตามเวลา ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขดังนี้

0 ≤ h(t) ≤ h2

และ

ḣ(t) ≤ µ

โดยที่ h1, h2, µ เป็นค่าคงที่

2. คณะผู้เขียนศึกษานิยามและบทตั้งดังต่อไปนี้

บทนิยาม 3.1 [13] ฟังก์ชัน V : R×C([→h, 0],Rn) → R+ เรียกว่า ฟังก์ชันไลย์ปูนอฟ-ครา
ซอฟสกี (Lyapunov-Krasovskii functional) สำหรับระบบ (3.1) ถ้ามีค่าคงที่ λ1,λ2,λ3 >

0 ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขดังนี้

(i) λ1‖x(t)‖2 ≤ V (t, xt) ≤ ‖xt‖2,

(ii) V̇ (t, xt) ≤ →λ3‖x(t‖2

เมื่อ xt = x(t+ θ), θ ∈ [→h, 0]

บทนิยาม 3.2 [10] ให้ค่าค่งที่ ระบบสมการ ρ > 0 จะถูกเรียกว่าเสถียรภาพเชิงเส้นชี้กำลัง
ρ (ρ-exponentially stable) ถ้ามี γ > 0 ซึ่งทำให้ทุกผลเฉลย x(t) ของระบบสมการ
สอดคล้องกับเงื่อนไขดังต่อไปนี้

‖x(t)‖2 ≤ γe−ρt‖ω‖2, ∀t ≥ 0

เมื่อ

||ω||2 = sup
−h2≤s≤0

||x(s)||2
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บทนิยาม 3.3 [15] กำหนดให้ A เป็นเมทริกซ์จำนวนจริง ถ้า AT = A แล้วจะกล่าวว่า A

เป็นเมทริกซ์สมมาตร (Symmetric metrix)

บทนิยาม 3.4 [6] กำหนดให้ P เป็นเมทริกซ์สมมาตร จะกล่าวว่า
(i) P เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอน (Positive definite) ก็ต่อเมื่อ xTPx > 0 สำหรับทุก x ∈ Rn

และ x )= 0

(ii) P เป็นเมทริกซ์กึ่งบวกแน่นอน (Positive semidefinite) ก็ต่อเมื่อ xTPx ≥ 0 สำหรับ
ทุก x ∈ Rn และ x )= 0

(iii) P เป็นเมทริกซ์ลบแน่นอน (Negative definite) ก็ต่อเมื่อ xTPx < 0 สำหรับทุก
xT ∈ Rn และ x )= 0

(iv) P เป็นเมทริกซ์กึ่งลบแน่นอน (Negative semidefinite) ก็ต่อเมื่อ xTPx ≤ 0 สำหรับ
ทุก xT ∈ Rn และ x )= 0

บทตั้ง 3.5 [14] ให้ Ψ1 และ Ψ2 เป็นเมทริกซ์ค่าคงที่ที่มีมิติที่เหมาะสม และให้ Σ เป็นเม
ทริกซ์สมมาตรที่เป็นลบแน่นอน (Σ < 0) และให้ hu เป็นสเกลาร์บวกและให้ฟังก์ชัน h(t) :

R+ → [0, hu] จะได้ว่าอสมการเมทริกซ์เชิงเส้น

h(t)Ψ1 + (hu → h(t))Ψ2 + Σ < 0

ก็ต่อเมื่ออสมการต่อไปนี้เป็นจริง

huΨ1 + Σ < 0 และ huΨ2 + Σ < 0

บทตั้ง 3.6 [15] กฎของไลน์นิซสำหรับการหาอนุพันธ์ของอิทิกรัล (Leibniz Integral
Rule) กำหนดให้ f(x, t) เป็นฟังก์ชันซึ่ง f(x, t) และอนุพันธ์ย่อย fx(x, t) เป็นฟังก์ชันต่อ
เนื่องทั้งใน t และ x สำหรับบางบริเวณของระนาบ xt โดยรวมถึง a(x) ≤ t ≤ b(x), x0 ≤

x ≤ x1 สมมติว่าฟังก์ชัน a(x) และ b(x) เป็นฟังก์ชันที่มีความต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้
สำหรับ t0 ≤ t ≤ t1 จะได้

d

dt

∫ b(t)

a(t)
f(t, x)dt = f(t, b(t))b′(t)→ f(t, a(t))a′(t) +

∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
f(t, x)dt

สำหรับ t0 ≤ t ≤ t1

บทตั้ง 3.7 [10] Schur complement
ให้เมทริกซ์ P,Q และ R เป็นเมทริกซ์ใดๆ ซึ่งมีมิติที่เหมาะสม P = P T และ Q = QT > 0

แล้วจะได้ว่า ⎡

⎣P RT

R →Q

⎤

⎦ < 0 ก็ต่อเมื่อ P +RTQ−1R < 0

บทตั้ง 3.8 [11] Jensen inequatity
ถ้ามีเมทริกซ์ใดๆ R ∈ S+

n เป็นเมทริกซ์บวกแนนอนและสมมาตร n และให้ ω : [α,β] → Rn

เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [α,β] แล้วอสมการต่อไปนี้เป็นจริง

→
∫ ε

α
ωT (s)Rω(s)ds ≤ → 1

β → α

(∫ ε

α
ω(s)ds

)T

R

(∫ ε

α
ω(s)ds

)
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บทตั้ง 3.9 [11] ให้ R ∈ Rn×n เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอนและฟังก์ชันเวกเตอร์ที่หาอนุพันธ์
ได้ ω : [a, b] → Rn โดยที่ a < b อสมการสองข้อต่อไปนี้เป็นจริง สำหรับ δ ∈ Rm และ
M ∈ R3n×m

→
∫ a

b
ω̇T (s)Rω̇(s)ds ≤ 2φT (ω, a, b)ΓTMδ + (b→ a)δTΘ−1Mδ

เมื่อ

φ(ω, a, b) = [ωT (b) ωT (a)
1

a→ b

∫ b

a
ωT (s)ds

1

(a→ b)2

∫ b

a

∫ b

s
ωT (u)duds]T ,

Γ =

⎡

⎢⎢⎣

I →I 0 0

I I →2I 0

I →I 6I →12I

⎤

⎥⎥⎦ ,Θ = diag{R, 3R, 5R}

บทตั้ง 3.10 [16] สำหรับเมทริกซ์ใดๆ Y ∈ Rn×n ซึ่ง Y > 0 และให้ εm และ εm เป็นจริง
สำหรับจริงบวกใดๆอสมการต่อไปนี้สำหรับฟังก์ชัน ξ : [εm, εM ] → Rn ที่มีความต่อเนื่อง
และมีอนุพันธ์ต่อบนช่วง

(εM → εm)

∫ εM

εm

ξ̇T (s)Y ξ̇(s)ds ≥ ΓT
1 Y Γ1 + 3ΓT

2 Γ2 + 5ΓT
3 Y Γ3,

เมื่อ

Γ1 = ξ(εM )→ ξ(εm),

Γ2 = ξ(εM )→ ξ(εm)→ 2

εM → εm

∫ εM

εm

ξ(s)ds,

Γ3 = ξ(εM )→ ξ(εm) +
6

εM → εm

∫ εM

εm

ξ(s)ds→ 12

(εM → εm)2

∫ εM

εm

∫ εM

θ
ξ(s)dsdθ

บทตั้ง 3.11 [16] สมมติ η1, η2, .., ηN : Rn → R เป็นฟังก์ชันที่มีค่าเป็นบวกบนเซตเปิด
D ⊂ Rn แล้วผลรวมเชิงแบบผกผัน (reciprocally convex combintaion) ของฟังก์ชันดัง
กล่าวบนเซต D สอดคล้องกับอสมการดังต่อไปนี้

min
{αi|α1>0,

∑
i αi=1}

∑

i

1

αi
ηi(t) =

∑

i

ηi(t) + max
ki,j(t)

∑

i %=j

ki,j(t)

มีคุณสมบัติดังนี้
⎧
⎨

⎩ki,j : Rn,Ki,j = kj,i,

⎡

⎣ ηi(t) kij(t)

kji(t) ηit

⎤

⎦ ≥ 0

⎫
⎬

⎭

3. คณะผู้เขียนได้ทำการพิสูจน์และหาเงื่อนไขของการมีเสถียรภาพของระบบสมการเชิงอนุพันธ์
ที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลา (3.1) โดยอาศัยนิยามและบทตั้งต่างๆ ในข้อ 2
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4 ผลการดำเนินงาน

ส่วนนี้นำเสนอเกณฑ์การมีเสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลังของระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผัน
ตามเวลาแบบช่วง (3.1) และกำหนดสัญลักษณ์ต่างๆและเมทริกซ์ใดๆ เพื่อใช้ในการนำเสนอตลอด
หัวข้อที่ 4 นี้

η1(t) =col
{
x(t), x(t→ h1), x(t→ h2),

∫ t

t−h2

x(s)ds,

∫ t

t−h2

∫ t

s
x(s) duds

}

η2(s) =col
{
x(s), ẋ(s),

∫ t

s
x(u)du

}

ξ(t) =col
{
x(t), ẋ(t), x(t→ h(t)), x(t→ h1), x(t→ h2), ẋ(t→ h1),

ẋ(t→ h2),

∫ t

t−h(t)
x(s)ds,

∫ t

t−h1

x(s)ds,

∫ t

t−h2

x(s)ds,

∫ t−h(t)

t−h2

x(s)ds,

1

h(t)

∫ t

t−h(t)
x(s)ds,

1

ht1

∫ t−h1

t−h(t)
x(s)ds,

1

h2t

∫ t−h(t)

t−h2

x(s)ds,

1

h2(t)

∫ t

t−h(t)

∫ t

s
x(u)duds,

1

h2t1

∫ t−h1

t−h(t)

∫ t−h1

s
x(u)duds,

1

h22t

∫ t−h(t)

t−h2

∫ t−h(t)

s
x(u)duds,

∫ t

t−h2

∫ t

s
x(u)duds

}

h12 = h1 → h2, h1t = h1 → h(t), h2t = h2 → h(t), ht1 = h(t)→ h1

ให้ ei ∈ Rn×18n (i = 1, 2, 3, ..., 18) คือเมทริกซ์ที่ถูกนิยามดังนี้ ei =
[
0 0 ... Ii 0 0 0

]

n×18n

เช่น e2 =

[
0 I2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

]

และ x(t) = e1ξ(t) เป็นต้น

ทฤษฎีบท 4.1 กำหนดค่าคงที่ h1 h2 µ และ ρ > 0 ระบบสมการ (3.1) จะเสถียรภาพเชิง
เลขชี้กำลัง→ρ ถ้ามีเทริกซ์บวกแน่นอนและเป็นเมทริกซ์สมมาตร P ∈ R5n×5n, Q1, G, Y

, R ∈ R18n×n, Q2, Q3 ∈ R3n×3n และเมทริกซ์ใดๆ T1, T2 ∈ R18n×n,M1 ,M2 ∈ R3n×18n

และเมทริกซ์ใดๆ H ซึ่งมีมิติที่เหมาะสมสอดคล้องกับระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผัน
ตามเวลาแบบช่วง (3.1) ซึ่งทำให้อสมการเมทริกซ์เชิงเส้น (LMIs) ต่อไปนี้จริง

⎡

⎣Φ e2ρh2MT
1

∗ →h2e−2ρh2Θ

⎤

⎦ < 0 (4.1)

⎡

⎣Φ e−2ρh2MT
2

∗ →h2e−2ρh2Θ

⎤

⎦ < 0 (4.2)
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เมื่อ

Φ = Φ1 + Φ2 + Φ3 + Φ4 + Φ5

Θ = diag{R1, 3R1, 5R1}

Φ1 = Sym(ΠT
1 PΠ2) + 2ρΠT

1 PΠ1

Φ2 = eT1 Q1e1 → (1→ µ)e−2ρh2eT2 Q1e2 +ΠT
3 (Q2 +Q3)Π3 → e−2ρh1(ΠT

4 Q2Π4)

→ e−2ρh2(ΠT
5 Q3Π5)

Φ3 = h21e
T
2 Ge2 → e−2ρh1 [e1 → e3]

TG[e1 → e3]

Φ4 = h2e
T
2 Y e2 + e−2ρh2

[
2ΠT

6 Γ
TM1 + 2ΠT

7 Γ
TM2

]

Φ5 = (h2 → h1)
2eT2 Re2 → e−2ρh2ΠT

8 RΠ8 → 3e−2ρh2ΠT
9 RΠ9 → 5e−2ρh2ΠT

10RΠ10

→ e−2ρh2ΠT
11RΠ11 → 3e−2ρh2ΠT

12RΠ12 → 5e−2ρh2ΠT
13RΠ13 → 2e−2ρh2ΠT

8 RΠ11

→ 6e−2ρh2ΠT
9 RΠ12 → 10e−2ρh2ΠT

10RΠ13

โดยที่

Π1 =
[
eT1 eT3 eT5 eT10 eT18

]T

Π2 =
[
AeT1 +BeT3 eT6 eT7 eT1 → eT5 h2e

T
1 → eT8 → eT11]

T

Π3 =
[
eT1 eT2 0

]T

Π4 =
[
eT4 eT6 eT9

]T

Π5 =
[
eT5 eT7 eT10

]T

Π6 =
[
eT1 eT3 eT12 eT15

]T

Π7 =
[
eT3 eT5 eT14 eT17

]T

Π8 =
[
eT4 → eT3

]T

Π9 =
[
eT4 + eT3 → 2eT13

]T

Π10 =
[
eT4 → eT3 + 6eT13 → 12eT16

]T

Π11 =
[
eT3 → eT5

]T

Π12 =
[
eT3 + eT5 → 2eT14

]T

Π13 =
[
eT3 → eT5 + 6eT14 → 12eT17

]T

Γ =

⎡

⎢⎢⎣

I →I 0 0

I I →12I 0

I →I 6I →12I

⎤

⎥⎥⎦



1-10

การพิสูจน์ สร้างฟังก์ชัน Lyapunov–Krasovskii ที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัว
หน่วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง (3.1) นิยามโดย

V (x(t)) =
5∑

l=1

Vl(x(t)) (4.3)

เมื่อ

V1(x(t)) = ηT1 (t)Pη1(t)

V2(x(t)) =

∫ t

t−h(t)
e2ρ(s−t)xT (s)Q1x(s) ds+

∫ t

t−h1

e2ρ(s−t)ηT2 (s)Q2η2(s)ds

+

∫ t

t−h2

e2ρ(s−t)ηT2 (s)Q3η2(s)ds

V3(x(t)) = h1

∫ 0

−h1

∫ t

t+s
e2ρ(u−t)ẋT (u)Gẋ(u)duds

V4(x(t)) =

∫ 0

−h2

∫ t

t+s
e2ρ(u−t)ẋT (u)Y ẋ(u)duds

V5(x(t)) = (h2 → h1)

∫ −h1

−h2

∫ t

t+s
e2ρ(u−t)ẋT (u)Rẋ(u)duds

ทำการหาอนุพันธ์ของ V (x(t)) ที่กำหนดในสมการ (4.3) จะได้

V̇1(x(t)) = ηT1 (t)P η̇T1 (t) + η̇T1 (t)Pη1(t)

= 2ηT1 (t)P η̇1(t)

= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ(t)

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)∫ t

t−h2

ẋ(s)ds
∫ t

t−h2

∫ t

s
ẋ(u)duds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)∫ t

t−h2

[x(t)→ x(s)]ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)

x(t)

∫ t

t−h2

1ds→
∫ t

t−h2

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)

x(t)s
∣∣t
t−h2

→
∫ t

t−h2

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)

(t→ (t→ h2))x(t)→
∫ t

t−h2

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)

h2x(t)→
∫ t

t−h2

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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= 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)

h2x(t)→ (

∫ t

t−h(t)
x(s)ds+

∫ t−h(t)

t−h2

x(s)ds)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ดังนั้น

V̇1(x(t)) = 2

[
xT (t) xT (t→ h1) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ax(t) +Bx(t→ h(t))

ẋ(t→ h1)

ẋ(t→ h2)

x(t)→ x(t→ h2)

h2x(t)→
∫ t

t−h(t)
x(s)ds→

∫ t−h(t)

t−h2

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ 2ρ

[
xT (t) xT (t→ h(t)) xT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

]
P

×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xT (t)

xT (t→ h1)

xT (t→ h2)∫ t

t−h2

xT (s)ds
∫ t

t−h2

∫ t

s
xT (u)duds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

→ 2ρV1(x(t))

จะได้

V̇1(x(t)) + 2ρV1(x(t)) = ξT (t){Sym(ΠT
1 PΠ2) + 2ρ(ΠT

1 PΠ1)}ξ(t)

V̇1(x(t)) + 2ρV1(x(t)) = ξT (t)Φ1ξ(t) (4.5)
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V̇2(x(t)) = xT (t)Q1x(t)→ (1→ ḣ(t))e−2ρh(t)xT (t→ h(t))Q1x(t→ h(t))

→ 2ρ

∫ t

t−h(t)
e2ρ(s−t)xT (s)Q1x(s)ds

+ ηT2 (t)Q2η2(t)→ e−2ρh1ηT2 (t→ h1)Q2η2(t→ h1)

→ 2ρ

∫ t

t−h1

e2ρ(s−t)ηT2 (s)Q2η2(s)ds

+ ηT2 (t)Q3η2(t)→ e−2ρh2ηT2 (t→ h2)Q3η2(t→ h2)

→ 2ρ

∫ t

t−h2

e2ρ(s−t)ηT2 (s)Q3η2(s)ds

= xT (t)Q1x(t)→ (1→ ḣ(t))e−2ρh(t)xT (t→ h(t))Q1x(t→ h(t))

+ ηT2 (t)Q2η2(t)→ e−2ρh1ηT2 (t→ h1)Q2η2(t→ h1)

+ ηT2 (t)Q3η2(t)→ e−2ρh2ηT2 (t→ h2)Q3η2(t→ h2)

→ 2ρ

∫ t

t−h(t)
e2ρ(s−t)xT (s)Q1x(s)ds→ 2ρ

∫ t

t−h1

e2ρ(s−t)ηT2 (s)Q2η2(s)ds

→ 2ρ

∫ t

t−h2

e2ρ(s−t)ηT2 (s)Q3η2(s)ds

V̇2(x(t)) ≤ xT (t)Q1x(t)→ (1→ µ)e−2ρh2xT (t→ h(t))Q1x(t→ h(t))

+ ηT2 (t)Q2η2(t)→ e2ρh1ηT2 (t→ h1)Q2η2(t→ h1)

+ ηT2 (t)Q3η2(t)→ e2ρh2ηT2 (t→ h2)Q3η2(t→ h2)→ 2ρV2

≤ xT (t)Q1x(t)→ (1→ µ)e−2ρh2xT (t→ h(t))Q1x(t→ h(t))

+ ηT2 (t)Q2η2(t)→ e−2ρh1ηT2 (t→ h1)Q2η2(t→ h1)

+ ηT2 (t)Q3η2(t)→ e−2ρh2ηT2 (t→ h2)Q3η2(t→ h2)→ 2ρV2

≤ xT (t)Q1x(t)→ (1→ µ)e−2ρh2xT (t→ h(t))Q1x(t→ h(t))

+
[
xT (t) ẋT (t) 0

] [
Q2 +Q3

]
⎡

⎢⎢⎣

x(t)

ẋ(t)

0

⎤

⎥⎥⎦

→ e−2ρh1

[
xT (t→ h1) ẋT (t→ h1)

∫ t

t−h1

xT (s)ds

]

×Q2

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

x(t→ h1)

ẋ(t→ h1)∫ t

t−h1

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

→ e−2ρh2

[
xT (t→ h2) ẋT (t→ h2)

∫ t

t−h2

xT (s)ds

]
Q3

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

x(t→ h2)

ẋ(t→ h2)∫ t

t−h2

x(s)ds

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

→ 2ρV2(x(t))
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V̇2(x(t)) + 2ρV2(x(t)) ≤ ξT (t)

[
eT1 Q1e1 → (1→ µ)e−2ρh2eT2 Q1e2

+ΠT
3

(
Q2 +Q3

)
Π3 → e−2ρh1(ΠT

4 Q2Π4)→ e−2ρh2(ΠT
5 Q3Π5)

]
ξ(t)

≤ ξT (t)Φ2ξ(t) (4.6)

V̇3(x(t)) = h1

∫ 0

−h1

[ẋT (t)Gẋ(t)→ e2ρsẋT (t+ s)Gẋ(t+ s) +

∫ t

t+s

∂

∂t
e2ρ(u−t)ẋT (u)Gẋ(u)du]ds

= h21ẋ
T (t)Gẋ(t)→ h1

∫ t

t−h1

e2ρ(s−t)ẋT (s)Gẋ(s)ds

→ 2ρh1

∫ 0

−h1

∫ t

t+s
e2ρ(u−t)ẋT (u)Gẋ(u)duds

= h21ẋ
T (t)Gẋ(t)→ h1

∫ t

t−h1

e2ρ(s−t)ẋT (s)Gẋ(s)ds→ 2ρV3(x(t))

V̇3(x(t)) + 2ρV3(x(t)) ≤ h21ẋ
T (t)Gẋ(t)→ h1e

−2ρh1

∫ t

t−h1

ẋT (s)Gẋ(s)ds (4.7)

โดยการใช้บทตั้ง 3.8 ทำการประมาณค่าของพจน์ที่อยู๋ในรูปปริพันธ์ของอสมการ (4.7) จะได้

→h1e
−2ρh1

∫ t

t−h1

ẋT (s)Gẋ(s)ds ≤ →e−2ρh1

(∫ t

t−h1

ẋT (s)ds

)
G

(∫ t

t−h1

ẋ(s)ds

)

≤ →e−2ρh1 [ẋT (t)→ ẋT (t→ h1)]G[ẋ(t)→ ẋ(t→ h1)]

≤ ξT (t)

{
→ e−2ρh1 [eT2 → eT6 ]G[e2 → e6]

}
ξ(t)

เขียน V̇3(x(t)) ใหม่ได้ว่า

V̇3(x(t)) + 2ρV3(x(t)) ≤ ξT (t)

{
h21e

T
2 Ge2 → e−2ρh1

[
eT2 → eT6

]
G

[
e2 → e6

]}
ξ(t)

≤ ξT (t)Φ3ξ(t) (4.8)

V̇4(x(t)) =

∫ 0

−h2

[ẋT (t)Y ẋ(t)→ e2ρsẋT (t+ s)Y ẋ(t+ s) +

∫ t

t+s

∂

∂t
e2ρ(u−t)ẋT (u)Y ẋ(u)du]ds

=

∫ 0

−h2

ẋT (t)Y ẋ(t)ds→
∫ t

t−h2

e2ρ(s−t)ẋT (s)Y ẋ(s)ds

+

∫ 0

−h2

∫ t

t+s

∂

∂t
e2ρ(u−t)ẋT (u)Y ẋ(u)duds

≤ h2ẋ
T (t)Y ẋ(t)→ e−2ρh2

∫ t

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds→ 2ρ

∫ 0

−h2

∫ t

t+s
e2ρ(u−t)ẋT (u)Y ẋ(u)duds

≤ h2ẋ
T (t)Y ẋ(t)→ e−2ρh2

∫ t

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds→ 2ρV4(x(t)) (4.9)

พิจารณา →
∫ t

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds ในอสมการ (4.9) จะได้

→
∫ t

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds = →
∫ t

t−h(t)
ẋT (s)Y ẋ(s)ds→

∫ t−h(t)

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds
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จาก →
∫ t

t−h(t)
ẋT (s)Y ẋ(s)ds โดยใช้บทตั้ง 3.9 จะได้

→
∫ t

t−h(t)
ẋT (s)Y ẋ(s)ds ≤ 2

[
xT (t) xT (t→ h(t))

1

h(t)

∫ t

t−h(t)
xT (s)ds

1

(h(t))2

∫ t

t−h(t)

∫ t

s
xT (u)duds

]
ΓTM1 + h(t)MT

1 Θ
−1M1

≤ ξT (t)(2ΠT
6 Γ

TM1 + h(t)MT
1 Θ

−1M1) (4.10)

จาก →
∫ t−h(t)

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds โดยใช้บทตั้ง 3.9 จะได้

→
∫ t−h(t)

t−h2

ẋT (s)Y ẋ(s)ds ≤ 2

[
xT (t→ h(t)) xT (t→ h2)

1

h2 → h(t)

∫ t−h(t)

t−h2

xT (s)ds

1

(h2 → h(t))2

∫ t−h(t)

t−h2

∫ t−h(t)

s
xT (u)duds

]
ΓTM2

+ (h2 → h(t))MT
2 Θ

−1M2

≤ ξT (t)

{
2ΠT

7 Γ
TM2 + (h2 → h(t))MT

2 Θ
−1M2

}
(4.11)

แทนอสมการ (4.10) และ (4.11) ในอสมการ (4.9) จะได้

V̇4(x(t)) + 2ρV4 ≤ ξT (t)

{
h2e

T
2 Y e2 + e−2ρh2

[
2ΠT

6 Γ
TM1 + h(t)MT

1 Θ
−1M1 + 2ΠT

7 Γ
TM2

+ (h2 → h(t))MT
2 Θ

−1M2

]}
ξ(t)

V̇4(x(t)) + 2ρV4 ≤ ξT (t)

{
Φ4 + h(t)MT

1 Θ
−1M1 + (h2 → h(t))MT

2 Θ
−1M2

}
ξ(t) (4.12)

V̇5(x(t)) = (h2 → h1)

∫ −h1

−h2

[
ẋT (t)Rẋ(t)→ e2ρsẋT (t+ s)Rẋ(t+ s)

+

∫ t

t+s

∂

∂t
e2ρ(u−t)ẋT (u)Rẋ(u)du

]
ds

= (h2 → h1)

∫ −h1

−h2

ẋT (t)Rẋ(t)ds→ (h2 → h1)

∫ −h1

−h2

e2ρsẋT (t+ s)Rẋ(t+ s)ds

→ 2ρ(h2 → h1)

∫ −h1

−h2

∫ t

t+s
e2ρ(u−t)ẋT (u)Rẋ(u)duds

V̇5(x(t)) + 2ρV5(x(t)) = (h2 → h1)

∫ −h1

−h2

ẋT (t)Rẋ(t)ds→ (h2 → h1)

∫ −h1

−h2

e2ρsẋT (t+ s)Rẋ(t+ s)ds

= (h2 → h1)
2ẋT (t)Rẋ(t)→ (h2 → h1)

∫ t−h1

t−h2

e2ρ(s−t)ẋT (s)Rẋ(s)ds

≤ (h2 → h1)
2ẋT (t)Rẋ(t)→ (h2 → h1)e

−2ρh2

∫ t−h1

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds

(4.13)
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พิจารณา →(h2 → h1)

∫ t−h1

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds ในอสมการ (4.13) จะได้ว่า

→(h2 → h1)

∫ t−h1

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds = →(h2 → h1)

∫ t−h1

t−h(t)
ẋT (s)Rẋ(s)ds

→ (h2 → h1)

∫ t−h(t)

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds (4.14)

จาก →(h2 → h1)

∫ t−h1

t−h(t)
ẋT (s)Rẋ(s)ds โดยใช้บทตั้ง 3.10 จะได้

→(h2 → h1)

∫ t−h1

t−h(t)
ẋT (s)Rẋ(s)ds ≤ → h2 → h1

h(t)→ h1

[(
xT (t→ h1)→ xT (t→ h(t))

)
R

× (x(t→ h1)→ x(t→ h(t)) + 3

(
xT (t→ h1) + xT (t→ h(t))

→ 2

h(t)→ h1

∫ t−h1

t−h(t)
xT (s)ds

)
R

(
x(t→ h1) + x(t→ h(t))

→ 2

h(t)→ h1

∫ t−h1

t−h(t)
x(s)ds

)
+ 5

(
xT (t→ h1)→ xT (t→ h(t))

+
6

h(t)→ h1

∫ t−h1

t−h(t)
xT (s)ds

→ 12

(h(t)→ h1)2

∫ t−h1

t−h(t)

∫ t−h1

s
xT (u)duds

)
R

×
(
x(t→ h1)→ x(t→ h(t)) +

6

h(t)→ h1

∫ t−h1

t−h(t)
x(s)ds

→ 12

(h(t)→ h1)2

∫ t−h1

t−h(t)

∫ t−h1

s
x(u)duds

)]

≤ → h2 → h1
h(t)→ h1

[
ΓT
1,[h1,h(t)]

RΓ1,[h1,h(t)]

+ 3ΓT
2,[h1,h(t)]

RΓ2,[h1,h(t)] + 5ΓT
3,[h1,h(t)]

RΓ3,[h1,h(t)]

]
(4.15)

จาก →(h2 → h1)

∫ t−h(t)

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds โดยใช้บทตั้ง 3.10 จะได้

→(h2 → h1)

∫ t−h(t)

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds ≤ → h2 → h1
h2 → h(t)

[(
xT (t→ h(t))→ xT (t→ h2)

)
R

×
(
x(t→ h(t))→ x(t→ h2)

)
+ 3

(
xT (t→ h(t))

+ xT (t→ h2)→
2

h2 → h(t)

∫ t−h(t)

t−h2

xT (s)ds

)
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×R

(
x(t→ h(t))→ x(t→ h2)

→ 2

h2 → h(t)

∫ t−h(t)

t−h2

x(s)ds

)

+ 5

(
xT (t→ h(t))→ xT (t→ h2)

+
6

h2 → h(t)

∫ t−h(t)

t−h2

xT (s)ds

→ 12

(h2 → h(t))2

∫ t−h(t)

t−h2

∫ t−h(t)

s
xT (u)duds

)
R

×
(
x(t→ h(t))→ x(t→ h2) +

6

h2 → h(t)

∫ t−h(t)

t−h2

x(s)ds

→ 12

(h2 → h(t))2

∫ t−h(t)

t−h2

∫ t−h(t)

s
x(u)duds

)]

≤ → h2 → h1
h2 → h(t)

[
ΓT
1,[h(t),h2]

RΓ1,[h(t),h2]

+ 3ΓT
2,[h(t),h2]

RΓ2,[h(t),h2]

+ 5ΓT
3,[h(t),h2]

RΓ3,[h(t),h2]

]
(4.16)

แทนอสมการ (4.15) และ (4.16) ในอสมการ (4.14) และ ใช้บทตั้ง 3.11 จะได้

→(h2 → h1)

∫ t−h1

t−h2

ẋT (s)Rẋ(s)ds ≤ →
[
ΓT
1,[h1,h(t)]

RΓ1,[h1,h(t)]

+ 3ΓT
2,[h1,h(t)]

RΓ2,[h1,h(t)] + 5ΓT
3,[h1,h(t)]

RΓ3,[h1,h(t)]

]

→
[
ΓT
1,[h(t),h2]

RΓ1,[h(t),h2]

+ 3ΓT
2,[h(t),h2]

RΓ2,[h(t),h2] + 5ΓT
3,[h(t),h2]

RΓ3,[h(t),h2]

]

→ 2

[
ΓT
1,[h1,h(t)]

RΓ1,[h(t),h2] + 3ΓT
2,[h1,h(t)]

RΓ2,[h(t),h2]

+ 5ΓT
3,[h1,h(t)]

RΓ3,[h(t),h2]

]
(4.17)
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นำอสมการ (4.17) แทนในอสมการ (4.13) และเขียน (V̇5(x(t))) ใหม่ได้ว่า

V̇5(x(t)) + 2ρV5(x(t)) ≤ (h2 → h1)
2ẋT (t)Rẋ(t)→ e−2ρh2

[
ΓT
1,[h1,h(t)]

RΓ1,[h1,h(t)]

+ 3ΓT
2,[h1,h(t)]

RΓ2,[h1,h(t)] + 5ΓT
3,[h1,h(t)]

RΓ3,[h1,h(t)]

]

→ e−2ρh2

[
ΓT
1,[h(t),h2]

RΓ1,[h(t),h2] + 3ΓT
2,[h(t),h2]

RΓ2,[h(t),h2]

+ 5ΓT
3,[h(t),h2]

RΓ3,[h(t),h2]

]

→ 2e−2ρh2

[
ΓT
1,[h1,h(t)]

RΓ1,[h(t),h2] + 3ΓT
2,[h1,h(t)]

RΓ2,[h(t),h2]

+ 5ΓT
3,[h1,h(t)]

RΓ3,[h(t),h2]

]

V̇5(x(t)) + 2ρV5(x(t)) ≤ ξT (t)

{
(h2 → h1)

2eT2 Re2 → e−2ρh2ΠT
8 RΠ8 → 3e−2ρh2ΠT

9 RΠ9

→ 5e−2ρh2ΠT
10RΠ10 → e−2ρh2ΠT

11RΠ11 → 3e−2ρh2ΠT
12RΠ12

→ 5e−2ρh2ΠT
13RΠ13 → 2e−2ρh2ΠT

8 RΠ11 → 6e−2ρh2ΠT
9 RΠ12

→ 10e−2ρh2ΠT
10RΠ13

}
ξ(t)

จะได้

V̇5(x(t)) + 2ρV5(x(t)) ≤ ξT (t)Φ5ξ(t) (4.18)

เพื่อต้องการให้ได้เงื่อนไขที่ดีขึ้นเราจึงเพิ่มสมการศูนย์ดังต่อไปนี้ สำหรับเมทริกซ์ใดๆ
H และ Ti ∈ R18n×n[i = 1, 2] จะได้ว่า

2ξT (t)eT2 H[Ae1 +Be3 → e2]ξ(t) = 0

2ξT (t)T1[e11 → (h2 → h(t))e14] = 0

2ξT (t)T2[e8 → h(t)e12] = 0

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭
(4.19)

จากอสมการ (4.5), (4.6), (4.8), (4.12), (4.18) และ (4.19) เขียน V̇ (x(t)) ใหม่ จะได้

V̇ (x(t)) + 2ρV (x(t)) ≤ ξT (t)Φ0ξ(t)

เมื่อ

Φ0 = Φ+ h(t)e−2ρh2MT
1 Θ

−1M1

+ (h2 → h(t))e−2ρh2MT
2 Θ

−1M2
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เนื่องจาก h(t)e−2ρh2MT
1 Θ

−1M1+(h2→h(t))e−2ρh2MT
2 Θ

−1M2 เป็น convex combina-
tion ของเมทริกซ์ MT

1 Θ
−1M1 และ MT

2 Θ
−1M2 ทำให้ได้ว่า Φ0 < 0 และสอดคล้องกับอสมการ

ของอสมการต่อไปนี้

Φ+ h2e
−2ρh2MT

1 Θ
−1M1 < 0 (4.20)

และ

Φ+ h2e
−2ρh2MT

2 Θ
−1M2 < 0 (4.21)

และใช้ Schur complement (4.20) และ (4.21) ทำให้สมมูลกับอสมการ (4.1) , (4.2)
ดังนั้นจะได้

V̇ (x(t)) + 2ρV (x(t)) ≤ 0, ∀t ≥ 0

และได้ว่า

V (x(t)) ≤ V (x(0))

จาก V (x(t)) ซึ่งถูกนิยามในสมการ (4.3) ทำให้ได้ว่า

V1(x(0)) = ηT1 (0)Pη1(0) ≤ λmax(P )||ω||2

V2(x(0)) =

∫ 0

−h(0)
e2ρsxTQ1x(s)ds+

∫ 0

−h1

e2ρsηT2 (s)Q2η2(s)ds+

∫ 0

−h2

e2ρ(s)ηT2 (s)Q3η2(s)ds

≤
(
1→ e−2ρh2

2ρ

)
λmax(Q1)||ω||2 +

(
1→ e−2ρh1

2ρ

)
λmax(Q2)||ω||2 +

(
1→ e−2ρh2

2ρ

)
Q3||ω||2

V3(x(0)) = h1

∫ 0

−h1

∫ 0

s
e2ρuẋT (u)Gẋ(u)duds

≤
[
h1
8ρ3

→ h21
4ρ2

e−2ρh1 +
h1
8ρ3

e−2ρh1

]
λmax(G)

[
λmax(A

TA) + 2λmax(A
TB) + λmax(ATB)

+ λmax(B
TB)

]
||ω||2

V4(x(0)) =

∫ 0

−h2

∫ 0

s
e2ρuẋT (u)Y ẋ(u)duds

≤
[

1

8ρ3
→ h21

4ρ2
e−2ρh2 +

1

8ρ3
e−2ρh2

]
λmax(Y )

[
λmax(A

TA) + 2λmax(A
TB)

+ λmax(ATB) + λmax(B
TB)

]
||ω||2

V5(x(0)) = (h2 → h1)

∫ −h2

−h1

∫ 0

s
e2ρuẋT (u)Rẋ(u)duds

≤
[
h1
4ρ2

e−2ρh1 +
1

8ρ3
e−2ρh1 → 1

4ρ2
e−2ρh2 → 1

8ρ3
e−2ρh2

]
λmax(R)

[
λmax(A

TA) + 2λmax(A
TB)

+ λmax(B
TB)

]
||ω||2
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V (x(0)) ≤ β2e
−2ρt‖ω‖2

เมื่่อ

β2 = λmax(P ) +

(
1→ e−2ρh2

2ρ

)
λmax(Q1) +

(
1→ e−2ρh1

2ρ

)
λmax(Q2)

+

(
1→ e−2ρh2

2ρ

)
Q3 +

[
h1
8ρ3

+
h21
4ρ2

e−2ρh2 +
h1
8ρ3

e−2ρh2

]
λmax(G)

×
[
λmax(A

TA) + 2λmax(A
TB) + λmax(B

TB)

]

+

[
1

8ρ3
+

h2
4ρ2

e−2ρh2 +
1

8ρ3
e−2ρh2

]
λmax(Y )

×
[
λmax(A

TA) + 2λmax(A
TB) + λmax(B

TB)

]

นอกจากนี้

V (x(t)) ≥ λmin(P )‖x(t)‖2

ดังนั้น

‖x(t)‖2 ≤ β2
λmin(P )

e−2ρt‖ω‖2

ดังนั้นระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง (3.1) เป็นเสถียรภาพ
เชิงเลขชี้กำลัง-ρ



1-21

5 สรุป

จากการศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง โดยได้สร้าง
ฟังก์ชันไลยาปูนอฟ-คราซอฟสกี ที่เหมาะสมกับระบบสมการ (3.1) และใช้เทคนิคอสมการเชิงปริ
พันธ์ในการประมาณค่าของพจน์ที่อยู่ในรูปปริพันธ์ และการใช้เมทริกซ์แต่งเติม ช่วยทำให้ได้ตัวแปร
ที่ขึ้นกับตัวหน่วง ส่งผลให้ ได้ เงื่อนไขใหม่ที่ เพียงพอต่อการมี เสถียรภาพเชิงเลขชี้กำลังของระบบ
สมการเชิงอนุพันธ์ที่มีตัวหน่วงแปรผันตามเวลาแบบช่วง
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